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Resumen: En los u´ltimos an˜os ha despertado gran intere´s la utilizacio´n del ana´lisis wavelet en la resolucio´n nume´rica
de ecuaciones diferenciales. La capacidad del ana´lisis multirresolucio´n wavelet de representar funciones en mu´ltiples
escalas dina´micas, constituye una interesante propiedad que provee, a partir de la solucio´n en el dominio wavelet,
aproximaciones jera´rquicas a la solucio´n exacta. En particular, las wavelets de Daubechies, con sus propiedades de
ortogonalidad y mı´nimo soporte, resultan ser muy eficaces en la resolucio´n de problemas que por sus caracterı´sticas
requieren funciones interpolatorias con alto grado de localizacio´n. Se propone en este trabajo un esquema formulado
en el marco del me´todo de Galerkin que permite definir una aproximacio´n a la solucio´n, refinable por escalas mediante
la estructura de multirresolucio´n de la funciones de escala de Daubechies. Se presentan dos ejemplos que muestran la
aplicabilidad de la propuesta.
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1. INTRODUCCIO´N
Me´todos nume´ricos que combinan el me´todo de Galerkin con las bases wavelets han despertado intere´s
en diversas ramas de la ingenierı´a. En meca´nica estructural, se han desarrollado elementos finitos basados
en wavelets para problemas de vigas y placas. Algunos autores, como Xiang et al. [6] utilizaron las splines
wavelets para resolver problemas elastomeca´nicos 1D y 2D.
Por otro lado, con funciones de escala de Daubechies, Ma et al. [5] presentaron un elemento de viga
para el modelo de Euler-Bernoulli. Existen tambie´n formulaciones para placas, como las desarrolladas por
Alvarez Dı´az et al., [3].
La propuesta en este trabajo es utilizar las funciones de Daubechies como base en el me´todo de Galerkin
y obtener en el marco de un Ana´lisis Multirresolucio´n (AMR), una aproximacio´n jera´rquica a la solucio´n
en el espacio wavelet.
2. ME´TODO DE WAVELET-GALERKIN
La resolucio´n de problemas provenientes de las ciencias aplicadas o la ingenierı´a conducen en muchos
casos a modelos matema´ticos del tipo Lu = f , donde L es un operador diferencial en un espacio de Hilbert
y f es una funcio´n definida sobre un intervalo. Ciertas condiciones de contorno deben adema´s ser satisfechas
por la funcio´n inco´gnita u. Este tipo de problemas no siempre puede resolverse analı´ticamente, por lo que
muchas veces es necesario recurrir a me´todos de aproximacio´n que sean computacionalmente ma´s simples
de implementar. En estos casos una aproximacio´n de u puede buscarse en el marco de un esquema refinable,
que admita un mejoramiento recursivo de la precisio´n alcanzada, proporcionando ası´ una aproximacio´n
jera´rquica a la solucio´n exacta. Esto sugiere trabajar en el marco de una estructura multiescala que combine
adema´s soporte pequen˜o, regularidad y ortogonalidad, como la que proporciona un AMR wavelet [4]. En
particular, la propuesta de este artı´culo es utilizar el AMR de Daubechies [1] como base en el me´todo de
Galerkin.
Una formulacio´n variacional del problema diferencial en un espacio de Hilbert V , consiste en determinar
una funcio´n u ∈ V , tal que a(v, u) = hv, fi , ∀v ∈ V , donde h·, ·i es el producto interno definido en V y
a(v, u) = hv, Lui.
Si V h es un subespacio finito dimensional de V , expandido por M funciones linealmente independientes
{Φ1,Φ2, . . . ,ΦM}, el me´todo de aproximacio´n de Galerkin consiste en determinar uh ∈ V h tal que para
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todo vh ∈ V h, a(vh, uh) = ›vh, ffi. Reemplazando uh por su expansio´n, uh =PMk=1 αkΦk, se obtiene la
siguiente expresio´n:
MX
k=1
αk a(Φn,Φk) =
MX
k=1
αk hΦn, LΦki = hΦn, fi n = 1, 2, . . . ,M (1)
Resolviendo este sistema de ecuaciones algebraicas, los coeficientes αk permitira´n obtener uh.
2.1. ANALISIS MULTIRRESOLUCIO´N DE DAUBECHIES
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5−0.4
−0.2
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
Figura 1: Funcio´n de escala de Daubechies, N = 6
Las wavelets son funciones generadas a partir de una u´nica funcio´n mediante operaciones simples de
dilacio´n y traslacio´n. En su trabajo fundamental de 1988, [1], Ingrid Daubechies introduce una familia de
wavelets ortogonales y de soporte compacto, que incluye desde funciones altamente localizadas hasta otras
muy suaves. Estas wavelets se definen a partir de un conjunto finito de coeficientes no nulos {pk}N−1k=0 donde
N es el orden de la wavelet. Las funciones generadas con estos coeficientes tienen soporte en [0, N − 1] y
(N/2− 1) momentos nulos. En la Figura 1 se muestra la funcio´n de escala de orden N = 6.
Un AMR wavelet [4] se construye a partir de una f uncio´n de escala madre ϕ (o de una wavelet madre ψ)
que satisface la siguiente relacio´n de dos escalas:
ϕ(x) =
N−1X
k=0
pkϕ(2x− k) (2)
Para cada j las trasladadas de la funcio´n de escala ϕj,k(x) = ϕ(2jx − k) generan un subespacio de V y al
variar j se obtiene una sucesio´n de subespacios encastrados que constituye un AMR (ver [1]).
La funcio´n wavelet esta´ definida en te´rminos de la funcio´n de escala ϕ de la siguiente forma:
ψ(x) =
N−2X
k=−1
(−1)kpk+1ϕ(2x+ k) (3)
Como no existen formas funcionales explı´citas para las wavelets ni para las funciones de escala de Daubechies,
la evaluacio´n de las mismas debe realizarse nume´ricamente en base a un algoritmo que utiliza la relacio´n de
dos escalas Ec. (2).
Los productos internos que aparecen en la formulacio´n de Galerkin Ec. (1) involucran tanto funciones
de escala como sus derivadas y son llamados coeficientes de conexio´n. Estas integrales no son bien aproxi-
madas mediante me´todos de integracio´n nume´rica cla´sicos, debido a la naturaleza oscilatoria del integrando.
Por este motivo, se han desarrollado me´todos alternativos que posibilitan el ca´lculo exacto de este tipo de
integrales. Estos algoritmos que se basan en propiedades especı´ficas de las funciones de Daubechies, son
simples y fa´ciles de implementar. Una detallada descripcio´n de los mismos puede encontrarse en Latto et
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al., [2]. Considerando el intervalo [0, 1] y el caso particular de que f sea una funcio´n polino´mica, estos
coeficientes esta´n dados por
Γd1d2i,j =
Z 1
0
ϕ(d1)(ξ − i) ϕ(d2)(ξ − j) dξ R(s)i =
Z 1
0
ξs ϕ(ξ − i) dξ (4)
donde d1 y d2 son los o´rdenes de las derivadas y s es exponente de la variable independiente ξ.
3. APLICACIONES
Presentaremos dos aplicaciones del me´todo propuesto para las cuales se obtuvo ra´pida convergencia
al incrementar la escala j. Estos experimentos nume´ricos constituyen un paso inicial para desarrollar un
esquema refinable utilizando las ventajosas propiedades de las wavelets de Daubechies.
3.1. FLEXIO´N DE UNA VIGA
Numerosas estructuras de ingenierı´a se construyen en base a vigas que se flexionan o distorsionan por su
propio peso o la influencia de una fuerza externa. La flexio´n de una viga delgada de longitud L homoge´nea,
con seccio´n transversal uniforme, empotrada en sus dos extremos y con una carga transversal de intensidad
q(x), esta´ asociada al siguiente problema de valores de contorno:
EI
d4
dx4
u = q(x) en I = [0, L] (5)
u(0) = u(L) = u0(0) = u0(L) = 0
donde EI representa la rigidez a la flexio´n (E: mo´dulo de Young, I momento de inercia).
Al elegir el orden de las funciones de escala de Daubechies, es necesario tener en cuenta que se trata
de un problema de cuarto orden y por lo tanto se requiere una base suficientemente suave que permita
una buena representacio´n de la solucio´n u. Utilizaremos Daubechies de orden N = 12 que garantizan
una representacio´n exacta de polinomios de hasta grado N/2 − 1 = 5. Considerando la aproximacio´n
correspondiente a la escala j, uj(x) =
P
k αkϕj,k(x), la formulacio´n de Galerkin (1), luego de realizar
integracio´n por partes se escribe de la forma siguiente:
EI
2j−1X
k=2−N
αk
›
ϕ00j,n, ϕ00j,k
fi
+ EI(ϕj,nu000j − ϕ0j,nu00j)|10 = hϕj,n, qi (6)
donde ϕj,k es la funcio´n de escala de Daubechies correspondiente al nivel de resolucio´n j trasladada en k y
2−N ≤ n ≤ 2j−1. Los elementos de la matriz del sistema y del te´rmino independiente se calculan a partir
de la Ec. 4, mientras que las condiciones de contorno son impuestas utilizando el me´todo de multiplicadores
de Lagrange.
Una vez obtenidos los coeficientes αk, para 2−N ≤ k ≤ 2j − 1, la aproximacio´n correspondiente a la
escala j puede hallarse en forma directa.
3.2. ECUACIO´N DEL CALOR
Las ecuaciones en derivadas parciales se presentan en la forma de modelos que evolucionan y describen
la dina´mica a lo largo del tiempo de una variable (tambie´n llamada estado). Pueden representar objetos
muy diversos desde la posicio´n de un sate´lite en el espacio hasta el grado en que una enfermedad afecta
a una poblacio´n. Una de las razones que motivan el intere´s por su resolucio´n nume´rica es la dificultad en
el ca´lculo de soluciones analı´ticas cuando se tienen varias dimensiones espaciales. Por otro lado, como se
dijo anteriormente, los modelos discretos resultan ventajosos porque pueden ser manipulados mucho ma´s
fa´cilmente que los continuos.
Dentro de los me´todos nume´ricos para la resolucio´n de la ecuacio´n del calor, esta´ la posibilidad de
mantener la variable temporal continua y discretizar la variable espacial, reducie´ndose el problema a un
247
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos me´todos son tambie´n conocidos como me´todos de
lı´neas.
En el caso particular del problema unidimensional:
ut − uxx = 0 0 < x < 1, t > 0 (7)
ux(0, t) = u(1, t) = 0 t > 0 (8)
u(x, 0) = u0(x) x ∈ (0, 1) (9)
la aproximacio´n en la escala j, puede expresarse de la siguiente forma:
uj(x, t) =
2j−1X
k=2−N
αj,k(t)ϕj,k(x) (10)
La formulacio´n variacional en el espacio discreto consiste en hallar para cada t, uj(x, t) en el subespacio
correspondiente a la escala j . Para la aproximacio´n de la condicio´n inicial se considera su proyeccio´n
ortogonal de u0 sobre el mismo subespacio.
Reemplazando la Ec.(10) en la formulacio´n variacional discreta y realizando integracio´n por partes, se
tiene el sistema de 2j +N − 2 ecuaciones diferenciales lineales acopladas en las inco´gnitas αj,k(t), t > 0.
2j−1X
k=2−N
d
dt
αj,k(t)
Z 1
0
ϕj,nϕj,kdx = −
2j−1X
k=2−N
αj,k(t)
Z 1
0
ϕ0j,nϕ
0
j,kdx+ ϕj,n(1)
2j−1X
k=2−N
αj,k(t)ϕ0j,k(1) (11)
La ecuacio´n diferencial en el extremo x = 1 (k = 2j−1) es reemplazada por la ecuacio´n algebraicaP2j−1
k=2−N αj,k(t)ϕj,k(1) = 0 correspondiente a la condicio´n de borde.
El sistema de ecuaciones diferenciales-algebraicas resultante tiene dimensio´n 2j +N − 2 y contiene los
coeficientes de conexio´n Γd1d2i,j presentados en Ec.(4): el lado izquierdo de la Ec. (11) corresponde a Γ
00 y
el primer te´rmino del lado derecho a Γ11.
Los coeficientesαj,k(t) correspondientes a la escala j, son obtenidos mediante la rutina ode15s de Matlab
que realiza la integracio´n en el tiempo de sistemas de ecuaciones diferenciales algebraicas stiff.
4. CONCLUSIONES
En este trabajo se han analizado las capacidades de las funciones de escala de Daubechies para la reso-
lucio´n de ecuaciones diferenciales. Actualmente se esta´ analizando la incorporacio´n de las wavelets en el
esquema de refinamiento para disen˜ar estrategias adaptativas explotando la autosimilaridad, regularidad y
localizacio´n de las funciones del ana´lisis multirresolucio´n de Daubechies.
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